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Резюме. В настоящей работе градиентный  алгоритм применяется для задач с 

),( qρ -координатно-выпуклыми целевыми функциями. Получено новое 
гарантированная оценка для рассмотренных задач. Найденная  оценка обобщает и 
развивает ранее полученные оценки.  
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Введение.  
 
Известна роль координатно-выпуклых функций в задачах выпуклой 

дискретной оптимизации (см., напр., [1, 2, 4-8]). С помощью этих понятий 
построена достаточно универсальная методика оценки качества точности 
градиентного алгоритма [2, 4-8]. В силу потребности развития теории 
выпуклых дискретных экстремальных задач,  а также с целью получить более 
точные оценки точности градиентного алгоритма выводятся новые классы 
выпуклых функции дискретного аргумента [2, 5-8].  

 В настоящем работе введены новые классы координатно-выпуклых 
функции дискретного аргумента на координатных решетках. Исследованы 
свойства этих функций. Исходя из определения этого класса, предложен 
градиентный алгоритм покоординатного подъема. Найдена гарантированная 
оценка точности предложенного градиентного алгоритма.  

Обозначения и основной результат. Пусть ),( НН =   - линейно 
упорядоченное дискретное множество (цепь), на   котором задано отношение  
порядка  . Множество элементов kxxx ,...,, 10   из H ,  обладающих 
свойством yxxxx k ==  ...10 , называется цепью между  x и  y. Число k  
называется длиной цепи. Длина цепи между  x и y  обозначается через   

),( yxh . Минимальный элемент множества H будем обозначать через 0. 

* Работа была представлена на семинаре Института Прикладной Математики 06.03.2018 
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Будем также пользоваться обозначением ),0()( xhxh = . Тогда на 
координатной решетке  

=×××=
  

n

n HHHH ... }1,:),...,({ 1 niHxxxx in ≤≤∈=  

задается отношение порядка .1, niyxyx ii ≤≤⇔   Очевидно, что 
минимальным элементом множества  nH   является   n-мерный вектор 

)0,...,0(0 = . Для всякого элемента Hxi ∈   через  +
ix  будем обозначать такой 

элемент из H , что в H  нет такого элемента x , что  +
ii xxx  . Пусть   

nHP ⊆ . Будем в дальнейшем считать, что множество  P  обладает  
свойствами:  
     1) +<P ∞ ;  
     2) ;0 P∈  
     3) PxzHzx n ⊆∈= }0:{],0[   для любого Px∈ . 
Множество обладающие свойством 1)-3) называют порядково-выпуклой [2, 
8].   Введем  следующие обозначения: 
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Следуя [2, 5, 8], для функции  f : RH n →  ( R  -  множество 

действительных чисел)  введем  понятия  i - градиента    
),())(()( xfxfxf ii −=∆ +π  

  и ),( ji  –  градиента 

),())(()( xfxfxf jijij ∆−∆=∆ +π  

где ).,...,,,,...,()( 111 niiii xxxxxx +
+

−
+ =π  
Пусть n

nn Rqqq +∈== ),...,(),,...,( 11 ρρρ , где nR+  - множество n -мерных 

неотрицательных действительных векторов. Через )(,
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То есть числа nqq −− ,...,1 и  nρρ −− ,...,1  являются соответственно 
нижними и верхними границами для диагональных элементов матрицы 

)(xfij∆ , представляющей собой дискретный аналог гессиана.  
 Отметим, что в непрерывном случае аналогичные функции подробно 

исследованы и названы (l,Q)-вогнутый (см., например, [3]). 
 Следующая теорема позволяет дать несколько эквивалентных 

определений класса )(,
n

q Hρℜ . 
 Теорема 1. Следующие утверждения эквивалентны: 
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Здесь )( yxyx ∧∨  - объединение (сечение) элементов x и y , т.е. 

},inf{},,sup{ yxyxyxyx =∧=∨ , .),,...,,,,...,()( 111 iiniiii xxxxxxxx 

−
+

−
−

− =π  

В случае, когда )(, yxyxZH nn ∧∨= +  имеет координаты           
)),min(),...,,(min(),max(),...,,max( 1111 nnnn yxyxyxyx . 

 Доказательство. В силу теоремы 1 [8], имеем 
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где )()( 0
nHxg ℜ∈ , )()( 0

nHx ℜ∈−ϕ  [2, 8]. 
Далее следует применить теоремы 4  [8] для функции )(),( xxg ϕ− .  
Теорема 1 доказана.  

 Теорема 2. Если )()( ,
n

q Hxf ρℜ∈  - неубывающая функция, то 
справедливы неравенства 
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 Доказательство теоремы 2 вытекает из определения класса функции 
)(,

n
q Hρℜ . 

 Рассмотрим задачу А выпуклой дискретной оптимизации: 
 Задача А: 

},:)(max{ nHPxxf ⊆∈  

где −ℜ∈ PHxf n
q ),()( ,ρ  порядково-выпуклое множество. 

Для решения задачи А предложен следующий алгоритм 
покоординатного подъема. 

 Алгоритм G4 . 
 1. Полагаем 0),0,...,0(00 === tx . 

           2.   Если ∅=),( Pxfes t , то конец. Иначе переходим п.3. 
  3. Полагаем 
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4. Полагаем 1+← tt  и переходим к п.2. 
Пусть число шагов алгоритма G4 равно k . Тогда полученное решение 

обозначим через - ).,...,(),...,( 11
444 k

n
kkG

n
GG xxxxxx ===  Это решение будем 

называть градиентным решением (или градиентным максимумом функции 
)(xf ) задачи А3 . 

 Для оценки качества точности градиентного алгоритма G4 используем 
методику из [1-5].  
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1 t

ti
t xx ++ = π

 230 



А.Б. РАМАЗАНОВ: ТОЧНОСТЬ ГРАДИЕНТНОГО АЛГОРИТМА В ЗАДАЧАХ  … 

 Теорема 3. Если в задаче А функция )(xf  неубывающая, то для 
гарантированной оценки погрешности градиентного алгоритма 4G  

справедливо неравенство 
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 Доказательство. Полагая в п.3 теоремы 1 при txxxy == ,* , получаем 
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 Отсюда повторяя процедуры аналогичные как в [1-5], выводим  
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Из правой части неравенства п.3 теоремы 1 при 0,* == xxy , имеем 
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Отсюда с учетом леммы 2 [1], имеем 
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 Учитывая (2) в (3) с учетом обозначений, выводим оценку (1) из 
теоремы 3.  

Теорема 3 доказана. 
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 ),( qρ - COORDINATE-CONVEXITY  CRITERION FUNCTIONS 
A.B. RAMAZANOV  

 
ABSTRACT 

In the  work the gradient algorithm is applied to tasks with ),( qρ -coordinate and 
convex criterion functions. It is received new the guaranteed assessment for the considered 
tasks. The assessment found summarizes and develops previously obtained estimating. 

Keywords: gradient, convexity, algorithm, errors, lattice. 
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